
Bogolyubov Kyiv Conference
Problems of Theoretical and Mathematical Physics

Bogolyubov Institute for Theoretical Physics

Cubic-quintic interplay in the nonlinear
Klein–Gordon model

Взаємний вплив терцового i квiнтового тонiв
у нелiнiйнiй моделi Клейна — Ґордона

Ганджа I.С., Седлецький Ю.В.

Iнститут фiзики НАН України
Вiддiл теоретичної фiзики

Київ, Україна

24 вересня 2024 р.



φ tt − c2φxx + f (φ) = 0φ tt − c2φxx + f (φ) = 0φ tt − c2φxx + f (φ) = 0, f (φ) =
∂V
∂φ

(1)

f (φ) = α1 φ+ α3 φ
3 + α5 φ

5f (φ) = α1 φ+ α3 φ
3 + α5 φ

5f (φ) = α1 φ+ α3 φ
3 + α5 φ

5 (2)

V = 1
2 α1 φ

2 + 1
4 α3 φ

4 + 1
6 α5 φ

6

 

ДО / C РЕ / D МІ / E ФА / F СОЛЬ / G ЛЯ / A СІ / B 

Тризвук: прима — терцiя — квiнта
основний тон — терцовий тон — квiнтовий тон

Нелiнiйна модель Клейна — Ґордона
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φ tt − c2φxx + f (φ) = 0φ tt − c2φxx + f (φ) = 0φ tt − c2φxx + f (φ) = 0, f (φ) =
∂V
∂φ

Приклади:
1) Релятивiстичне лiнiйне хвильове рiвняння для скалярних полiв
(α3 = α5 = 0, основний тон):

φ tt − c2φxx + α1 φ = 0φ tt − c2φxx + α1 φ = 0φ tt − c2φxx + α1 φ = 0, α1 =
m2c4

~2

Дисперсiйне спiввiдношення: ω2 = c2 k2 + α1

Фазова швидкiсть: vp =
ω

k
= ± c

√
1 +

α1

c2k2 = ±
√

m2c4 + c2p2

p
=

E
p
, p = ~ k

Нелiнiйна модель Клейна — Ґордона
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2) Модель φ4 (α5 = 0, терцовий тон)
I модель теорiї поля для безспiнових частинок
I феноменологiчний опис фазових переходiв у системах з параметром порядку
I топологiчнi збудження в зiгнутих графенових нанострiчках

3) Модель φ6 (α5 6= 0, квiнтовий тон)
I вищий порядок теорiї поля для безспiнових частинок
I вищий порядок теорiї фазових переходiв у системах з параметром порядку

4) Модель синус-Ґордона: f (φ) = a sinφ ≈ α1 φ+ α3 φ
3 + α5 φ

5

I динамiка дислокацiй у кристалах
I поширення iмпульсiв магнiтного поля (флаксонiв) у джозефсонiвських переходах
I спiновi хвилi в рiдкому гелiї
I явище самоiндукованої прозоростi в нелiнiйнiй оптицi

Нелiнiйна модель Клейна — Ґордона
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(x,t)

(χ,τ)

χ = εx
τ = εt
ε«1

Наближення повiльної модуляцiї
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φ = φ0 + φ1 + φ2 + φ3 + . . .

φ1 = 1
2ψ(χ, τ) exp(i(kx − ωt)) + c.c., ω(k) =

√
c2k2 + α1

φn = 1
2ψn(χ, τ) exp(in (kx − ωt)) + c.c.

iψt = −iωk ψx −
(

1
2ωkk ψxx + q(3)|ψ|2ψ

)
iψt = −iωk ψx −

(
1
2ωkk ψxx + q(3)|ψ|2ψ

)
iψt = −iωk ψx −

(
1
2ωkk ψxx + q(3)|ψ|2ψ

)
(3)

−i
(
−1

6ωkkk ψxxx + q(4)
1 |ψ|

2ψx + q(4)
2 ψ2ψxq(4)
2 ψ2ψxq(4)
2 ψ2ψx

)
−
(
− 1

24ωkkkk ψxxxx + q(5)
1 |ψ|

4ψ + q(5)
2 |ψ|

2ψxx + q(5)
3 ψ2ψxx + q(5)

4 ψ |ψx |2 + q(5)
5 ψψ2

x

)
+ . . .

Lukomsky V. P., Gandzha I. S. Ukr. J. Phys. 54, 207–215 (2009)
Sedletsky Yu. V., Gandzha I. S. Nonlin. Dyn. 94, 1921–1932 (2018)
Gandzha I. S., Sedletsky Yu. V. Nonlin. Dyn. 98, 359–374 (2019)

Узагальнене нелiнiйне рiвняння Шредiнґера
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Ψ =

√
ω

2
(
ψ − ivg

2ω
ψx + . . .

)
Ψ =

√
ω

2
(
ψ − ivg

2ω
ψx + . . .

)
Ψ =

√
ω

2
(
ψ − ivg

2ω
ψx + . . .

)
, vg =

∂ω

∂k
=

c2k
ω

=
c2

vp
(4)

Гамiльтонова (зчеплена або симплектична) змiнна:

z = Ψ exp(i(kx − ωt))z = Ψ exp(i(kx − ωt))z = Ψ exp(i(kx − ωt)) (5)

Рiвняння Гамiльтона:
izt =

δH
δz

izt =
δH
δz

izt =
δH
δz
, H =

∫
〈〈〈H〉〉〉 dx (6)

Густина гамiльтонiану:

H = 1
2p2 + 1

2c2φ2
x + V , p = φt

p t = −δH
δφ

= −∂H
∂φ

+
∂

∂x
∂H
∂φx

, φt =
∂H
∂p

Гамiльтонове представлення
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H2 = 1
2

(
ϕ2

t + c2ϕ2
x + α1ϕ

2c2ϕ2
x + α1ϕ

2c2ϕ2
x + α1ϕ

2), ϕ ≡ φ1

ω2(k) = c2k2 + α1c2k2 + α1c2k2 + α1

H2 = 1
2(ϕ2

t + (ω̂ϕ)2)

ω̂ = ω(−i∂x) =
√

c2(|−i∂x |�)2 + α1(�)2ω̂ = ω(−i∂x) =
√

c2(|−i∂x |�)2 + α1(�)2ω̂ = ω(−i∂x) =
√

c2(|−i∂x |�)2 + α1(�)2 (7)

Зчеплена (симплектична) комплексна координата

H2 = 1
2

(
iϕt + ω̂ ϕ

)(
−iϕt + ω̂ ϕ

)
=
√
ω̂z
√
ω̂z (8)

z =
1√
2

(√
ω̂ ϕ + i

1√
ω̂
ϕt

)
z =

1√
2

(√
ω̂ ϕ+ i

1√
ω̂
ϕt

)
z =

1√
2

(√
ω̂ ϕ + i

1√
ω̂
ϕt

)
, ϕ =

1√
2ω̂

(z + z) (9)

Craig W., Guyenne P., Sulem C. Wave Motion 47, 552–563 (2010)
Sedletsky Yu. V., Gandzha I. S. Phys. Rev. E 102, 022202 (2020)

Операторне представлення частоти
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T =
√
α1 t, X =

√
α1

c
x

iΨT = −iβ1ΨX −
(
β2ΨXX +Q(3)|Ψ|2Ψ

)
− i

(
−β3ΨXXX +Q(4)|Ψ|2ΨX

)
(10)

+β4ΨXXXX −Q
(5)
1 |Ψ|

4Ψ−Q(5)
2 |Ψ|

2ΨXX −Q
(5)
3 Ψ2ΨXX −Q

(5)
4 Ψ|ΨX |2 −Q

(5)
5 ΨΨ2

X

Q(5)
5 −Q

(5)
2 +Q(5)

3 = 0

βn =
1
n!

∂nω̃

∂κn , ω̃ =
ω0√
α1

=
√
κ2 + 1, κ =

ck0√
α1

Sedletsky Yu. V., Gandzha I. S. Phys. Rev. E 106, 064212 (2022)
Sedletsky Yu. V., Gandzha I. S. Proc. R. Soc. A 479, 20230315 (2023)

Гамiльтонова форма узагальненого НРШ

24/09/2024 | 9



f (φ) = α1 φ+ α3 φ
3 + α5 φ

5f (φ) = α1 φ+ α3 φ
3 + α5 φ

5f (φ) = α1 φ+ α3 φ
3 + α5 φ

5, V = 1
2 α1 φ

2 + 1
4 α3 φ

4 + 1
6 α5 φ

6

Q(3) = −3 α̃3

4 ω̃2 , Q(4) =
2κ
ω̃2 Q

(3)

Q(5)
1 =

51− 80 ω̃2α̃5 − 3κ2

64 ω̃5 α̃2
3Q(5)

1 =
51− 80 ω̃2α̃5 − 3κ2

64 ω̃5 α̃2
3Q(5)

1 =
51− 80 ω̃2α̃5 − 3κ2

64 ω̃5 α̃2
3

Q(5)
2 =

1− 2κ2

ω̃4 Q(3), Q(5)
3 = 1

2Q
(5)
4 =

1− κ2

2 ω̃4 Q
(3), Q(5)

5 =
1− 3κ2

2 ω̃4 Q(3)

α̃3 =
α3√
α3

1

, α̃5 =
α5α1

α2
3

α̃5 =
α5α1

α2
3

α̃5 =
α5α1

α2
3

Коефiцiєнти рiвняння
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Вплив квiнтового тону
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Однорiдний розв’язок сталої амплiтуди (плоска хвиля):

Ψ(T ) = Ψ0 exp
(
iµ |Ψ0|2T

)
Ψ(T ) = Ψ0 exp

(
iµ |Ψ0|2T

)
Ψ(T ) = Ψ0 exp

(
iµ |Ψ0|2T

)
, µ = Q(3) +Q(5)

1 |Ψ0|2 (11)

+|Ψ0|

−|Ψ0|

Розв’язок сталої амплiтуди
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Мале довгохвильове (модуляцiйне) збурення:

Ψ(X ,T ) =
(
Ψ0 + ε(X ,T )

)
exp
(
iµ |Ψ0|2T

)
(12)

ε(X ,T ) = ε+0 exp (iκX − iΩ T ) + ε−0 exp
(
iΩ T − iκX

)
Дисперсiйне спiввiдношення для збурення:

ΩΩΩ =
(
β1 +Q(4)|Ψ0|2

)
κ + β3κ3 + β4κ4|κ|

√
S
√

S
√

S (13)

S |κ→0 =
σ

128 ω̃11

[
(80 ω̃2α̃5 + 3κ2 − 51)σ + 24 ω̃3][(3κ2 − 1) 3σ + 4 ω̃3]

σ = α̃3 |Ψ0|2

Модуляцiйна нестiйкiсть
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Im Ω = |κ||σ|
1
2 Im Ω̃, Ω̃ =

√
|σ|−1S , σ = α̃3 |Ψ0|2

Модуляцiйна нестiйкiсть ImΩ > 0ImΩ > 0ImΩ > 0
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Аналiз хвильових явищ у нелiнiйних середовищах,
якi характеризуються значною нелiнiйнiстю 5-го порядку

Приклад: дiелектрична нелiнiйнiсть сегнетоелектрикiв з фазовим переходом
першого роду∗ (наприклад, кристали BaTiO3, Tc ≈ 120◦C)

Розвинення густини вiльної енергiї за поляризацiєю (в межах феноменологiчної
теорiї Ландау):

F = 1
2 α1P2 + 1

4 α3P4α3P4α3P4 + 1
6 α5P6α5P6α5P6 + . . .

α3 < 0α3 < 0α3 < 0, α5 > 0α5 > 0α5 > 0 (T < Tc)

∗залежнiсть поляризацiї вiд температури має розрив у критичнiй точцi Tc

Wang Y.L. et al. Landau thermodynamic potential for BaTiO3, J. Appl. Phys. 101, 104115 (2007)
Morozovska A.N. et al. Flexosensitive polarization vortices in thin ferroelectric films, Phys. Rev. B 104,
085420 (2021)

Перспективи практичного застосування
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1. Нелiнiйне рiвняння Шредiнґера 5-го порядку для нелiнiйної моделi Клейна —
Ґордона вперше отримано в гамiльтонiвськiй формi, яка не порушує умову
збереження енергiї при русi обвiдної хвильового пакету.

2. Вперше показано, що змiна балансу мiж нелiнiйностями 3-го i 5-го порядкiв у
цiй моделi суттєво впливає на стiйкiсть немодульованих хвильових пакетiв
вiдносно довгохвильових модуляцiй.

3. Отриманi результати демонструють, що вищi хвильовi порядки теорiї поля
при певних умовах можуть мати вирiшальне значення для аналiзу фiзичних
явищ у нелiнiйних моделях.

Висновки
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Цю роботу зроблено пiд час вiйни, що триває в Українi.
Ми завдячуємо всiм, хто в складi ЗСУ, як волонтери або простi

громадяни боролися i продовжують боротися
за свободу i незалежнiсть нашої нацiї та країни.



Дякую за увагу!
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